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Πρόβληµα µεταφοράς

Πρόβληµα µεταφοράς

m αποθήκες και n καταστήµατα

για κάθε αποθήκη i και κατάστηµα j ένας αριθµός di διαθέσιµων

πόρων και bj αναγκαίων πόρων αντίστοιχα.

έναν αριθµό κόστους cij για την µεταφορά µιας µονάδας αγαθών

από την αποθήκη i στο κατάστηµα j

Λύση

Μια λύση του προβλήµατος είναι η ανάθεση για κάθε αποθήκη ενός

αριθµού πόρων για αποστολή προς κάθε κατάστηµα. Μια ϐέλτιστη λύση

του προβλήµατος ελαχιστοποιεί το κόστος µεταφοράς.
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Παράδειγµα

Τρία εργοστάσια είναι συνδεδεµένα µέσω σιδηροδρόµου ή

αεροπλάνου µε δύο κέντρα αποθήκευσης

Τα τρία εργοστάσια έχουν διαθέσιµους πόρους d1 = 4, d2 = 7 και

d3 = 6

Τα δύο κέντρα αποθήκευσης χρειάζονται b1 = 8 και b2 = 7

πόρους αντίστοιχα

Τα κόστη µεταφοράς είναι c11 = 5, c12 = 4, c21 = 3, c22 = 3,

c31 = 5 και c32 = 2
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Μοντελοποίηση µε γράφο

εργοστάσια και κέντρα αποθήκευσης→ κόµβοι στο γράφο

προσφορά και Ϲήτηση πόρων→ ϐάρη στους κόµβους του γράφου

κόστος µεταφοράς→ ϐάρη στις ακµές
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Παράδειγµα
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Επίλυση

Θεωρία γράφων : MinFlow-MaxCut (Ford Fulkerson)

Γραµµικός προγραµµατισµός

Μεταβλητές απόφασης xij : ποσότητα µεταφοράς από την αποθήκη

i στο κατάστηµα j.

Περιορισµοί : Χρήση όλων των διαθέσιµων πόρων και κάλυψη

όλων των αναγκών

Αντικειµενική Συνάρτηση : Ελαχιστοποίηση του κόστους που δίνεται

από την τύπο

m∑
i

n∑
j

xijcij
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Γενική Μορφή Γραµµικού Προγράµµατος

min w =
m∑

i=1

n∑
j=1

cijxij

s.t.

m∑
i=1

xij = bj , j = 1, . . . , n

n∑
j=1

xij = di , i = 1, . . . ,m

xij ≥ 0, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n

nm µεταβλητές και n + m περιορισµοί
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Γενική Μορφή Γραµµικού Προγράµµατος

Αθροίζοντας τους περιορισµούς :
n∑

j=1

m∑
i=1

xij =
n∑

j=1

bj

m∑
i=1

n∑
j=1

xij =
m∑

i=1

di

Καταλήγουµε πώς άν :∑
n

j=1
bj 6=

∑
m

i=1
di ,

τότε το πρόβληµα δεν είναι εφικτό!
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Παράδειγµα Μοντελοποίησης

∆είκτης Αποθήκες Καταστήµατα

1 12 6

2 11 6

3 7 3

4 2

5 13

Σύνολο 30 30

Κόστη :

 1 1 2 6 3

4 3 4 8 8

5 6 7 12 10
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Παράδειγµα Μοντελοποίησης

min w =x11 + x22 + 2x13 + 6x14 + 3x15 + 4x21 + 3x22 + 4x23+
8x24 + 8x25 + 5x31 + 6x32 + 7x33 + 12x34 + 10x35

s.t. x11 + x22 + x13 + x14 + x15 = 11 (Αποθήκη 1)

x21 + x22 + x23 + x24 + x25 = 12 (Αποθήκη 2)

x31 + x32 + x33 + x34 + x35 = 7 (Αποθήκη 3)

x11 + x21 + x31 = 6 (Κατάστηµα 1)

x12 + x22 + x32 = 6 (Κατάστηµα 2)

x13 + x23 + x33 = 3 (Κατάστηµα 3)

x14 + x24 + x34 = 2 (Κατάστηµα 4)

x15 + x25 + x35 = 13 (Κατάστηµα 5)

xij ≥ 0, i = 1, 2, 3, j = 1, 2, 3, 4, 5
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Επίλυση µέσω Simplex

Αρχική λύση (Βάση)

Υπολογισµός κριτηρίων υποψηφιότητας

Αλλαγή ϐάσης
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Επίλυση µέσω Simplex

Αρχική λύση (Βάση)

Υπολογισµός κριτηρίων υποψηφιότητας

Αλλαγή ϐάσης
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Επίλυση µέσω Simplex

Αρχική λύση (Βάση)

Υπολογισµός κριτηρίων υποψηφιότητας

Αλλαγή ϐάσης
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Επίλυση µέσω Simplex

Αρχική λύση (Βάση)

Υπολογισµός κριτηρίων υποψηφιότητας

Αλλαγή ϐάσης

rank(A) = m + n− 1⇒ Βέλτιστη Λύση
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Επίλυση µέσω Simplex

x11x12x13x14x15 x21x22x23x24x25 x31x32x33x34x35

1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0

3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1

4 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0

5 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0

6 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0

7 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0

m + n− 1 γραµµές ανεξάρτητες

nm κολόνες ανεξάρτητες

A =



0

1 στις γραµµές


k ,

n∑
j=1

xij = dk

m + l ,
m∑

i=1

xij = bl
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Επίλυση µέσω Simplex

x11x12x13x14x15 x21x22x23x24x25 x31x32x33x34x35
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A =
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k ,
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Βασική Λύση

Βασική Λύση

G(Vd ∪ Vb, E)

|Vd ∪ Vb| = m + n, |E| = m + n− 1

Ο γράφος G πρέπει να είναι δένδρο δηλαδή να µην έχει κύκλο

για να αποτελεί ϐασική λύση !
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Βασική Λύση (Παράδειγµα 1)

A1

A2

A3

K1

K2

K3

K4

K5

Κύκλος :(A1, K4,A2, K2,A3, K5,A1)
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Βασική Λύση (Παράδειγµα 1)

Πίνακας :



1 0 0 0 0 1

0 1 1 0 0 0

0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0

0 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0



µη αντιστρέψιµος⇒ δεν µπορεί να είναι ϐάση !
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Βασική Λύση (Παράδειγµα 1)

Πίνακας :



1 0 0 0 0 1

0 1 1 0 0 0

0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0

0 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0


µη αντιστρέψιµος⇒ δεν µπορεί να είναι ϐάση !
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Βασική Λύση (Παράδειγµα 1)

A1

A2

A3

K1

K2

K3

K4

K5

∆ένδρο
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Βασική Λύση (Παράδειγµα 2)

Πίνακας :



1 1 1 0 0 0 0

0 0 0 1 1 1 0

0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 1 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 1 0 0



αντιστρέψιµος⇒ ϐάση !
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Βασική Λύση (Παράδειγµα 2)

Πίνακας :



1 1 1 0 0 0 0

0 0 0 1 1 1 0

0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 1 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 1 0 0


αντιστρέψιµος⇒ ϐάση !
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Βασική Λύση (Παράδειγµα 2)

K1 K2 K3 K4 K5

A1 6 3 2 11

A2 6 0 6 12

A3 7 7

6 6 3 2 13

Εκφυλισµένη περίπτωση, µεταβλητή ϐάσης µε τιµή µηδέν
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Βασική Λύση (Παράδειγµα 2)

K1 K2 K3 K4 K5

A1 6 3 2 11

A2 6 0 6 12

A3 7 7

6 6 3 2 13

Εκφυλισµένη περίπτωση, µεταβλητή ϐάσης µε τιµή µηδέν
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Μέθοδος Βορειοδυτικής Γωνίας

Μέθοδος Βορειοδυτικής Γωνίας (ΜΒΓ)⇒ Β.Ε.Λ

xij = min(di , bj), i µικρότερη γραµµή, j µικρότερη στήλη

Υπολογισµός νέων µεταβλητών d′i = di −min(di , bj),

b′j = bj −min(di , bj)

Αφαίρεση της κορεσµένης µεταβλητής

Επανάληψη µε τον νέο πίνακα
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Μέθοδος Βορειοδυτικής Γωνίας
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Πρόβληµα Μεταφοράς



Μέθοδος Βορειοδυτικής Γωνίας

Μέθοδος Βορειοδυτικής Γωνίας (ΜΒΓ)⇒ Β.Ε.Λ
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Μέθοδος Βορειοδυτικής Γωνίας

Μέθοδος Βορειοδυτικής Γωνίας (ΜΒΓ)⇒ Β.Ε.Λ
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Μέθοδος Βορειοδυτικής Γωνίας

Μέθοδος Βορειοδυτικής Γωνίας (ΜΒΓ)⇒ Β.Ε.Λ

xij = min(di , bj), i µικρότερη γραµµή, j µικρότερη στήλη

Υπολογισµός νέων µεταβλητών d′i = di −min(di , bj),

b′j = bj −min(di , bj)

Αφαίρεση της κορεσµένης µεταβλητής
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Μέθοδος Βορειοδυτικής Γωνίας (Παράδειγµα)

K1 K2 K3 K4 K5

A1 11

A2 12

A3 7

6 6 3 2 13
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Μέθοδος Βορειοδυτικής Γωνίας (Παράδειγµα)

K1 K2 K3 K4 K5

A1 6 5

A2 12

A3 7

0 6 3 2 13
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Μέθοδος Βορειοδυτικής Γωνίας (Παράδειγµα)

K1 K2 K3 K4 K5

A1 6 5 0

A2 12

A3 7

0 1 3 2 13
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Μέθοδος Βορειοδυτικής Γωνίας (Παράδειγµα)

K1 K2 K3 K4 K5

A1 6 5 0

A2 1 11

A3 7

0 0 3 2 13
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Μέθοδος Βορειοδυτικής Γωνίας (Παράδειγµα)

K1 K2 K3 K4 K5

A1 6 5 0

A2 1 3 8

A3 7

0 0 0 2 13
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Μέθοδος Βορειοδυτικής Γωνίας (Παράδειγµα)

K1 K2 K3 K4 K5

A1 6 5 0

A2 1 3 2 6

A3 7

0 0 0 0 13
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Μέθοδος Βορειοδυτικής Γωνίας (Παράδειγµα)

K1 K2 K3 K4 K5

A1 6 5 0

A2 1 3 2 6 0

A3 7

0 0 0 0 7
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Μέθοδος Βορειοδυτικής Γωνίας (Παράδειγµα)

K1 K2 K3 K4 K5

A1 6 5 0

A2 1 3 2 6 0

A3 7 0

0 0 0 0 0
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Μέθοδος Reduced Costs

Μέθοδος Reduced Costs

ym+n = 0

y = cbB−1 ⇒ yB = cb ⇒
dij = cij − yi − ym+j

dij = 0, ∀(i, j) ∈ B δηλαδή cij = yi + ym+j , ∀(i, j) ∈ B

dij = cij − yi − ym+j , ∀(i, j) /∈ B
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Μέθοδος Reduced Costs

Μέθοδος Reduced Costs

ym+n = 0

y = cbB−1 ⇒ yB = cb ⇒
dij = cij − yi − ym+j

dij = 0, ∀(i, j) ∈ B δηλαδή cij = yi + ym+j , ∀(i, j) ∈ B

dij = cij − yi − ym+j , ∀(i, j) /∈ B
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Μέθοδος Reduced Costs

Μέθοδος Reduced Costs

ym+n = 0

y = cbB−1 ⇒ yB = cb ⇒
dij = cij − yi − ym+j

dij = 0, ∀(i, j) ∈ B δηλαδή cij = yi + ym+j , ∀(i, j) ∈ B

dij = cij − yi − ym+j , ∀(i, j) /∈ B
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Μέθοδος Reduced Costs

Μέθοδος Reduced Costs

ym+n = 0

y = cbB−1 ⇒ yB = cb ⇒
dij = cij − yi − ym+j

dij = 0, ∀(i, j) ∈ B δηλαδή cij = yi + ym+j , ∀(i, j) ∈ B

dij = cij − yi − ym+j , ∀(i, j) /∈ B
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Μέθοδος Reduced Costs

Μέθοδος Reduced Costs

ym+n = 0

y = cbB−1 ⇒ yB = cb ⇒
dij = cij − yi − ym+j

dij = 0, ∀(i, j) ∈ B δηλαδή cij = yi + ym+j , ∀(i, j) ∈ B

dij = cij − yi − ym+j , ∀(i, j) /∈ B
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Μέθοδος Reduced Costs

Υπολογισµός διανύσµατος y :

K1 K2 K3 K4 K5

A1 +1 +1 y1

A2 +3 +4 +8 +8 y2

A3 +10

y4 y5 y6 y7 y8

c11 = y1 + y4 c24 = y2 + y7

c12 = y1 + y5 c25 = y2 + y8

c22 = y2 + y5 c35 = y3 + y8

c23 = y2 + y6 m + n− 1 = 3 + 5− 1 = 7
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Μέθοδος Reduced Costs

Υπολογισµός διανύσµατος y :

K1 K2 K3 K4 K5

A1 +1 +1 y1

A2 +3 +4 +8 +8 +8

A3 +10 +10

y4 y5 y6 y7 0

cij = yi + ym+j ym+n = 0
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Comment on Text
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Μέθοδος Reduced Costs

Υπολογισµός διανύσµατος y :

K1 K2 K3 K4 K5

A1 +1 +1 y1

A2 +3 +4 +8 +8 +8

A3 +10 +10

y4 -5 -4 0 0

cij = yi + ym+j ym+n = 0

Πρόβληµα Μεταφοράς



Μέθοδος Reduced Costs

Υπολογισµός διανύσµατος y :

K1 K2 K3 K4 K5

A1 +1 +1 +6

A2 +3 +4 +8 +8 +8

A3 +10 +10

y4 -5 -4 0 0

cij = yi + ym+j ym+n = 0

Πρόβληµα Μεταφοράς



Μέθοδος Reduced Costs

Υπολογισµός διανύσµατος y :

K1 K2 K3 K4 K5

A1 +1 +1 +6

A2 +3 +4 +8 +8 +8

A3 +10 +10

-5 -5 -4 0 0

cij = yi + ym+j ym+n = 0

Πρόβληµα Μεταφοράς



Μέθοδος Reduced Costs

Υπολογισµός dij :

K1 K2 K3 K4 K5

A1

���
���1

0 ���
���1

0
2 6 3 +6

A2 4

��
����3

0 ��
����4

0 ��
����8

0 ��
����8

0
+8

A3 5 6 7 12

��
����10

0
+10

-5 -5 -4 0 0

dij = cij − (yi + ym+j)

Πρόβληµα Μεταφοράς

vassilis
Highlight

vassilis
Highlight

vassilis
Highlight

vassilis
Highlight

vassilis
Highlight

vassilis
Highlight

vassilis
Highlight

vassilis
Highlight



Μέθοδος Reduced Costs

Υπολογισµός dij :

K1 K2 K3 K4 K5

A1

���
���1

0 ���
���1

0 ���
���2

0 ���
���6

6 ���
���3

-3
+6

A2

��
����4

1 ��
����3

0 ��
����4

0 ��
����8

0 ��
����8

0
+8

A3

��
����5

0 ��
����6

1 ��
����7

1 ��
����12

2 ��
����10

0
+10

-5 -5 -4 0 0

dij = cij − (yi + ym+j)

Πρόβληµα Μεταφοράς
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Highlight

vassilis
Highlight

vassilis
Highlight
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Highlight

vassilis
Highlight

vassilis
Highlight

vassilis
Highlight

vassilis
Highlight

vassilis
Highlight

vassilis
Highlight

vassilis
Highlight

vassilis
Highlight

vassilis
Highlight

vassilis
Highlight



Μέθοδος Reduced Costs

Υπολογισµός dij :

K1 K2 K3 K4 K5

A1

���
���1

0 ���
���1

0 ���
���2

0 ���
���6

6 ���
���3

-3
+6

A2

��
����4

1 ��
����3

0 ��
����4

0 ��
����8

0 ��
����8

0
+8

A3

��
����5

0 ��
����6

1 ��
����7

1 ��
����12

2 ��
����10

0
+10

-5 -5 -4 0 0

dij = cij − (yi + ym+j)

Πρόβληµα Μεταφοράς

vassilis
Highlight



Μέθοδος Reduced Costs

Εισάγωντας µια καινούρια µεταβλητή δηµιουργείται ένας κύκλος

στο γράφο

Πρέπει να επιλέξουµε ποια από τις µεταβλητές που στο γράφο

αντιπροσωπούν τις ακµές ϑα µηδενιστεί

Αυξάνουµε την εισερχόµενη µεταβλητή και σεβόµενοι τους

περιορισµούς τροποποιούµε τις µεταβλητές που επηρεάζονται

Η πρώτη µεταβλητή που µηδενίζεται εξάγεται από τη ϐάση

Πρόβληµα Μεταφοράς



Μέθοδος Reduced Costs

Εισάγωντας µια καινούρια µεταβλητή δηµιουργείται ένας κύκλος

στο γράφο

Πρέπει να επιλέξουµε ποια από τις µεταβλητές που στο γράφο

αντιπροσωπούν τις ακµές ϑα µηδενιστεί

Αυξάνουµε την εισερχόµενη µεταβλητή και σεβόµενοι τους

περιορισµούς τροποποιούµε τις µεταβλητές που επηρεάζονται

Η πρώτη µεταβλητή που µηδενίζεται εξάγεται από τη ϐάση
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Μέθοδος Reduced Costs

Εισάγωντας µια καινούρια µεταβλητή δηµιουργείται ένας κύκλος

στο γράφο

Πρέπει να επιλέξουµε ποια από τις µεταβλητές που στο γράφο

αντιπροσωπούν τις ακµές ϑα µηδενιστεί

Αυξάνουµε την εισερχόµενη µεταβλητή και σεβόµενοι τους

περιορισµούς τροποποιούµε τις µεταβλητές που επηρεάζονται

Η πρώτη µεταβλητή που µηδενίζεται εξάγεται από τη ϐάση

Πρόβληµα Μεταφοράς



Μέθοδος Reduced Costs

Εισάγωντας µια καινούρια µεταβλητή δηµιουργείται ένας κύκλος

στο γράφο

Πρέπει να επιλέξουµε ποια από τις µεταβλητές που στο γράφο

αντιπροσωπούν τις ακµές ϑα µηδενιστεί

Αυξάνουµε την εισερχόµενη µεταβλητή και σεβόµενοι τους

περιορισµούς τροποποιούµε τις µεταβλητές που επηρεάζονται

Η πρώτη µεταβλητή που µηδενίζεται εξάγεται από τη ϐάση

Πρόβληµα Μεταφοράς



Μέθοδος Reduced Costs

A1

A2

A3

K1

K2

K3

K4

K5

6

5

1

6

3

2

1

Πρόβληµα Μεταφοράς



Μέθοδος Reduced Costs

A1

A2

A3

K1

K2

K3

K4

K5

6

5

1

6

3

2

1

+θ

Εισαγωγή µεταβλητής x25 = θ

Πρόβληµα Μεταφοράς

vassilis
Cross-Out
1



Μέθοδος Reduced Costs

A1

A2

A3

K1

K2

K3

K4

K5

6

5− θ
1 + θ

6− θ

3

2

1

+θ

∆ηµιουργία κύκλου (A1, K2,A2, K5,A1)

Πρόβληµα Μεταφοράς



Μέθοδος Reduced Costs

A1

A2

A3

K1

K2

K3

K4

K5

6

0

6

1

3

2

1

5

Μηδενισµός µεταβλητής x15, θ = 5

Πρόβληµα Μεταφοράς

vassilis
Cross-Out
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Μέθοδος Reduced Costs

A1

A2

A3

K1

K2

K3

K4

K5

6

6

1

3

2

1

5

Καινούριο ∆ένδρο

Πρόβληµα Μεταφοράς



Μέθοδος Reduced Costs

K1 K2 K3 K4 K5

A1 6 5-θ +θ 11

A2 1 3+θ 2 6-θ 12

A3 7

6 6 3 2 13

θ = 5

Πρόβληµα Μεταφοράς

vassilis
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vassilis
Sticky Note
1+θ



Μέθοδος Reduced Costs

K1 K2 K3 K4 K5

A1 6 5-θ +θ 11

A2 1 3+θ 2 6-θ 12

A3 7

6 6 3 2 13

θ = 5

Πρόβληµα Μεταφοράς

vassilis
Cross-Out
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Sticky Note
1+θ



Μέθοδος Reduced Costs

1 2 3 4 5

1 +1 +3

2 +3 +4 +8 +8

3 +10

0

cij = yi − yj+m ym+n = 0

Πρόβληµα Μεταφοράς



Μέθοδος Reduced Costs

1 2 3 4 5

1 +1 +3 +3

2 +3 +4 +8 +8 +8

3 +10 +10

0

cij = yi − yj+m ym+n = 0

Πρόβληµα Μεταφοράς



Μέθοδος Reduced Costs

1 2 3 4 5

1 +1 +3 +3

2 +3 +4 +8 +8 +8

3 +10 +10

-2 -5 -4 0 0

cij = yi − yj+m ym+n = 0

Πρόβληµα Μεταφοράς



Μέθοδος Reduced Costs

Υπολογισµός dij :

K1 K2 K3 K4 K5

1

���
���1

0
1 2 6

���
���3

0
+3

2 4

��
����3

0 ��
����4

0 ��
����8

0 ��
����8

0
+8

3 5 6 7 12

��
����10

0
+10

-2 -5 -4 0 0

dij = cij − (yi + ym+j)

Πρόβληµα Μεταφοράς



Μέθοδος Reduced Costs

Υπολογισµός dij :

K1 K2 K3 K4 K5

1

���
���1

0 ���
���1

3 ���
���2

3 ���
���6

3 ���
���3

0
+3

2

��
����4

-2 ��
����3

0 ��
����4

0 ��
����8

0 ��
����8

0
+8

3

��
����5

-3 ��
����6

1 ��
����7

1 ��
����12

2 ��
����10

0
+10

-2 -5 -4 0 0

dij = cij − (yi + ym+j)

Πρόβληµα Μεταφοράς



Μέθοδος Reduced Costs

Υπολογισµός dij :

K1 K2 K3 K4 K5

1

���
���1

0 ���
���1

3 ���
���2

3 ���
���6

3 ���
���3

0
+3

2

��
����4

-2 ��
����3

0 ��
����4

0 ��
����8

0 ��
����8

0
+8

3

��
����5

-3 ��
����6

1 ��
����7

1 ��
����12

2 ��
����10

0
+10

-2 -5 -4 0 0

dij = cij − (yi + ym+j)

Πρόβληµα Μεταφοράς



Μέθοδος Reduced Costs

K1 K2 K3 K4 K5

A1 6-θ 5 5+θ 11

A2 1 3 2 6 12

A3 +θ 7-θ

6 6 3 2 13

θ = 6

Πρόβληµα Μεταφοράς



Μέθοδος Reduced Costs

K1 K2 K3 K4 K5

A1 6-θ 5 5+θ 11

A2 1 3 2 6 12

A3 +θ 7-θ

6 6 3 2 13

θ = 6

Πρόβληµα Μεταφοράς
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Μέθοδος Reduced Costs

K1 K2 K3 K4 K5

A1 +3

A2 +3 +4 +8 +8

A3 +5 +10

0

cij = yi − yj+m ym+n = 0

Πρόβληµα Μεταφοράς



Μέθοδος Reduced Costs

K1 K2 K3 K4 K5

A1 +3 +3

A2 +3 +4 +8 +8 +8

A3 +5 +10 +10

0

cij = yi − yj+m ym+n = 0

Πρόβληµα Μεταφοράς



Μέθοδος Reduced Costs

K1 K2 K3 K4 K5

A1 +3 +3

A2 +3 +4 +8 +8 +8

A3 +5 +10 +10

-5 -5 -4 0 0

cij = yi − yj+m ym+n = 0

Πρόβληµα Μεταφοράς



Μέθοδος Reduced Costs

Υπολογισµός dij :

K1 K2 K3 K4 K5

A1 1 1 2 6

����
��3

0
+3

A2 4

���
���3

0 ���
���4

0 ���
���8

0 ���
���8

0
+8

A3

���
���5

0
6 7 12

���
���10

0
+10

-2 -5 -4 0 0

dij = cij − (yi + ym+j)

΄Ολα τα στοιχεία dij είναι ϑετικά !

Πρόβληµα Μεταφοράς



Μέθοδος Reduced Costs

Υπολογισµός dij :

K1 K2 K3 K4 K5

A1

����
��1

1 ����
��1

3 ����
��2

3 ����
��6

3 ����
��3

0
+3

A2

���
���4

4 ���
���3

0 ���
���4

0 ���
���8

0 ���
���8

0
+8

A3

���
���5

0 ���
���6

1 ���
���7

1 ���
���12

2 ���
���10

0
+10

-2 -5 -4 0 0

dij = cij − (yi + ym+j)

΄Ολα τα στοιχεία dij είναι ϑετικά !

Πρόβληµα Μεταφοράς



Μέθοδος Reduced Costs

Υπολογισµός dij :

K1 K2 K3 K4 K5

A1

����
��1

1 ����
��1

3 ����
��2

3 ����
��6

3 ����
��3

0
+3

A2

���
���4

4 ���
���3

0 ���
���4

0 ���
���8

0 ���
���8

0
+8

A3

���
���5

0 ���
���6

1 ���
���7

1 ���
���12

2 ���
���10

0
+10

-2 -5 -4 0 0

dij = cij − (yi + ym+j)

΄Ολα τα στοιχεία dij είναι ϑετικά !

Πρόβληµα Μεταφοράς



Μέθοδος Reduced Costs

K1 K2 K3 K4 K5

A1 11 11

A2 6 3 2 1 12

A3 6 1

6 6 3 2 13

Βέλτιστη Λύση

x∗15 = 11, x∗22 = 6, x∗23 = 3, x∗24 = 2,

x∗25 = 1, x∗31 = 6, x∗36 = 1

Πρόβληµα Μεταφοράς



Μέθοδος Reduced Costs

K1 K2 K3 K4 K5

A1 11 11

A2 6 3 2 1 12

A3 6 1

6 6 3 2 13

Βέλτιστη Λύση

x∗15 = 11, x∗22 = 6, x∗23 = 3, x∗24 = 2,

x∗25 = 1, x∗31 = 6, x∗36 = 1

Πρόβληµα Μεταφοράς

vassilis
Cross-Out
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Πρόβληµα µεταφοράς και Simplex

Μοντελοποιούµε το πρόβληµα µεταφοράς µε χρήση περιορισµών

τις µορφής Ax ≥ b

Μετασχηµατίζουµε τις ανισώσεις :

m∑
i=1

xij ≤ bj ⇒
m∑

i=1

−xij ≥ −bj

Κατασκευάζουµε σύµφωνα µε τη νέα µορφή των περιορισµών τον

πίνακα A και το διάνυσµα b

Πρόβληµα Μεταφοράς



Πρόβληµα µεταφοράς και Simplex

Μοντελοποιούµε το πρόβληµα µεταφοράς µε χρήση περιορισµών

τις µορφής Ax ≥ b

Μετασχηµατίζουµε τις ανισώσεις :

m∑
i=1

xij ≤ bj ⇒
m∑

i=1

−xij ≥ −bj

Κατασκευάζουµε σύµφωνα µε τη νέα µορφή των περιορισµών τον

πίνακα A και το διάνυσµα b
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Πρόβληµα µεταφοράς και Simplex

Μοντελοποιούµε το πρόβληµα µεταφοράς µε χρήση περιορισµών

τις µορφής Ax ≥ b

Μετασχηµατίζουµε τις ανισώσεις :

m∑
i=1

xij ≤ bj ⇒
m∑

i=1

−xij ≥ −bj

Κατασκευάζουµε σύµφωνα µε τη νέα µορφή των περιορισµών τον

πίνακα A και το διάνυσµα b

Πρόβληµα Μεταφοράς



Πρόβληµα µεταφοράς και Simplex (Παράδειγµα)

K1 K2 K3

A1 5 1 1 4

A2 2 6 9 6

3 5 2

min w =
2∑

i=1

3∑
j=1

cijxij

s.t. x11 + x21 ≥ 6

x12 + x22 ≥ 5

x13 + x23 ≥ 2

x11 + x12 + x13 ≤ 4

x21 + x22 + x23 ≤ 6

Πρόβληµα Μεταφοράς



Πρόβληµα µεταφοράς και Simplex (Παράδειγµα)

K1 K2 K3

A1 5 1 1 4

A2 2 6 9 6

3 5 2

min w =
2∑

i=1

3∑
j=1

cijxij

s.t. x11 + x21 ≥ 6

x12 + x22 ≥ 5

x13 + x23 ≥ 2

x11 + x12 + x13 ≤ 4

x21 + x22 + x23 ≤ 6
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vassilis
Cross-Out

vassilis
Replacement Text
3



Πρόβληµα µεταφοράς και Simplex (Παράδειγµα)

min w =
2∑

i=1

3∑
j=1

cijxij

s.t. x11 + x21 ≥ 6

x12 + x22 ≥ 5

x13 + x23 ≥ 2

−x11 − x12 − x13 ≥ −4

−x21 − x22 − x23 ≥ −6

A =


1 0 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1

−1 −1 −1 0 0 0

0 0 0 −1 −1 −1

 , b =


3

5

2

−4

−6


c =

[
5 1 1 2 6 9

]
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Πρόβληµα µεταφοράς και Simplex (Παράδειγµα)

min w =
2∑

i=1

3∑
j=1

cijxij

s.t. x11 + x21 ≥ 6

x12 + x22 ≥ 5

x13 + x23 ≥ 2

−x11 − x12 − x13 ≥ −4

−x21 − x22 − x23 ≥ −6

A =


1 0 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1

−1 −1 −1 0 0 0

0 0 0 −1 −1 −1

 , b =


3

5

2

−4

−6


c =

[
5 1 1 2 6 9

]
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Θεώρηµα Προβλήµατος Μεταφοράς

Θεώρηµα 1

΄Εστω ένα πρόβληµα µεταφοράς που ισχύει

n∑
j=1

bj =
m∑

i=1

di τότε

προβλήµατα
(1)

min w =cx

s.t. Ax = b

x ≥ 0

(2)

min w =cx

s.t. Ax ≥ b

x ≥ 0

είναι ισοδύναµα ώς προς τις λύσεις τους.

Απόδειξη
(2)⇒ (1) : τετριµµένο

Πρόβληµα Μεταφοράς
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Θεωρήµατα Προβλήµατος Μεταφοράς

(2)⇒ (1) ΄Εστω πως

m∑
i=1

xij > bj για ένα κατάστηµα j τότε αθροίζοντας

n∑
j=1

m∑
i=1

xij >

n∑
j=1

bj (1)

αντιστοιχα αθροίζοντας και αντιστρέφοντας τις ανισότητες που αφορούν

τις διαθέσιµες ποσότητες των αποθηκών :

−
m∑

i=1

m∑
j=1

xij > −
m∑

i=1

di (2)

τέλος προσθέτοντας (1) + (2) :

m∑
i=1

m∑
j=1

xij −
n∑

j=1

m∑
i=1

xij >
n∑

j=1

bj −
m∑

i=1

di

0 > 0

΄Ατοπο !

Πρόβληµα Μεταφοράς



Θεωρήµατα Προβλήµατος Μεταφοράς

(2)⇒ (1) ΄Εστω πως

m∑
i=1

xij > bj για ένα κατάστηµα j τότε αθροίζοντας

n∑
j=1

m∑
i=1

xij >

n∑
j=1

bj (1)

αντιστοιχα αθροίζοντας και αντιστρέφοντας τις ανισότητες που αφορούν

τις διαθέσιµες ποσότητες των αποθηκών :

−
m∑

i=1

m∑
j=1

xij > −
m∑

i=1

di (2)

τέλος προσθέτοντας (1) + (2) :

m∑
i=1

m∑
j=1

xij −
n∑

j=1

m∑
i=1

xij >
n∑

j=1

bj −
m∑

i=1

di

0 > 0

΄Ατοπο !
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Θεωρήµατα Προβλήµατος Μεταφοράς

(2)⇒ (1) ΄Εστω πως

m∑
i=1

xij > bj για ένα κατάστηµα j τότε αθροίζοντας

n∑
j=1

m∑
i=1

xij >

n∑
j=1

bj (1)

αντιστοιχα αθροίζοντας και αντιστρέφοντας τις ανισότητες που αφορούν
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Θεωρήµατα Προβλήµατος Μεταφοράς
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Θεωρήµατα Προβλήµατος Μεταφοράς

Ορισµός

΄Ενας πίνακας A ϑα λέγεται totally unimodular αν για την ορίζουσα κάθε

τετράγωνου υποπίνακα A′ του A ισχύει :

det(A′) = −1, 0,+1

Θεώρηµα

΄Εστω ένας totally unimodular πίνακας A. Για οποιοδήποτε διάνυσµα b

το γραµµικο σύστηµα :

min w =cx

s.t. Ax ≤ b

x ≥ 0, x ∈ R

έχει ακέραιες ϐέλτιστες λύσεις

΄Αρα η Simplex δίνει πάντα ακέραιες

ϐέλτιστες λύσεις για το πρόβληµα µεταφοράς
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